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Exercice 1. Résoudre les jeux matriciels suivants, c’est-a-dire, donner la valeur et
les stratégies optimales.

G C D
G C D 1 7 6
2 b} 0 9 1 4
1 0 2 3 2 0

Correction.

Premiere matrice — Le jeu n’admet pas d’équilibre en stratégies pures. Aucune
stratégie n’est strictement dominée. Notons z la probabilité que le joueur j; met
sur H, notons y; la probabilité que le joueur j, met sur G et ys sur C. Supposons
y1,y2 € (0,1) et y; +yo < 1. Afin que le deuxieme joueur soit indifférent entre ses
différentes stratégies pures, on doit avoir

20+ (1 —z) =bx =2(1 —z),
ce qui est impossible. Supposons alors que y; = 0. On doit alors avoir

2
br=2(1-2) = x:?

Cherchons maintenant y, tel que le premier joueur soit indifférent entre ses stratégies
pures. On doit avoir
2
Syp=2(1-y2) = o= -
ce qui donnerait une valeur de
22 55 20450 10
Alternativement, on suppose 2 = 0. On a alors

1
2$+(1—$):2(1—ZL’) — ng’

d’ott on en déduit y; = 2/3 et v = 4/3 < 10/7. Enfin, on vérifie I'hypothese
Yo = 1 — ;. Pour déterminer y;, on résout

200 +5(1—y) =y = 1 =-

ce qui n’est pas possible.



Seconde matrice — On remarque que B est strictement dominée pour le joueur
j1 par 0.5H + 0.5M, on peut donc I’éliminer. Dans le jeu réduit, D est désormais
strictement dominé pour le joueur j, par 1/3G +2/3C', on I’élimine donc également.
Il reste donc la matrice

G D
1 7
9 1

Il n’y a pas d’équilibres de Nash en stratégies pures. Notons x la probabilité que le

joueur j; met sur H, et y celle que le joueur j, met sur GG. Supposons = € (0,1). Le
joueur 7; est alors indifférent entre H et M, d’ou

3

y+7l-y)=%+1-y) = y=-.

Comme y € (0,1), on en déduit que

4
r+91l—z)=Tx+(1-2) = T=:.

Il s’agit donc du seul équilibre de Nash, et la valeur du jeu est 31/7.
* *x K

Exercice 2 (Jeu diagonal). Soient ay,...,a, > 0 et A = diag(ay, ..., a,). Donner
la valeur du jeu ainsi qu’un couple de stratégies optimales.

Correction.

Comme chacun des a; est strictement positif, une stratégie optimale du joueur j;
est un vecteur de probabilités positives, sinon le joueur j, joue ou les coefficients
sont 0. Ainsi, le joueur j; se doit de jouer un vecteur tel que a;x; = a;x; pour toute
paire (7, 7). On obtient alors

1
T = ———.
! a; Zj 1/Clj
On suit le méme raisonnement pour le second joueur. La valeur du jeu est donc
1
V==
>j1/a;
* * K

Exercice 3 (Théoreme de Loomis, 1946). Soient A et B deux matrices réelles de
taille |S| x |T'| telles que les coefficients de B soient tous strictement positifs. On
note val(A) la valeur (en stratégies mixtes) du jeu matriciel A.

(1) Montrer qu'’il existe v € R tel que val(A —vB) =0 ;

(2) En déduire le théoreme de Loomis :



Il existe (o, 7,v) € A(S) x A(T) x R tel que

o' A>vo'B et Ar <uvBT.
(3) Remarquer que le théoreme de Loomis généralise le théoreme de von Neu-
mann.

Correction.

(1) L’application ¢t — val(A — tB) est continue (elle est méme || B||-Lipschitz
continue) et strictement décroissante. De plus,

lim v(A—tB)=—-0c0 et lim val(A —tB) = +o0.

t—+00 t——00
Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe v € R tel que val(A —
vB) =0.

(2) Le jeu représenté par la matrice A — vB a une valeur, 0. Notons (c*,7*)
les stratégies optimales atteignant cette valeur. Grace au théoréeme de von
Neumann, pour tout (o,7), on a

o' (A—vB)T™* <0< (0" (A—vB)T.
On isole chaque inégalité, et on développe :
O'T(A —vB)T" <0 «— o"AT* —vo ' BT* <0 < o' At* <wo' Bt

En choisissant chaque o comme des éléments de la base canonique, on retrouve
le résultat.
(3) Prendre B;; = 1 pour toute paire (¢, j) redonne le théoreme de von Neumann.
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Exercice 4 (Un jeu non fini). Soit I' = (N, N, g) avec
1
)=—"
9(s,1) s+t+1
(1) Calculer I'infsup et le supinf du jeu. A-t-il une valeur ?

(2) Quelles sont les stratégies optimales des joueurs ?
(3) Montrer que 0 est une stratégie strictement dominantes du joueur j;.

Correction
(1) Pour tout t € N, on a

1 1
sup = :
s s+t+1 t+1
donc inf; sup, - +1 —7 = 0. Similaire pour le second joueur. On a donc que la

valeur du jeu est 0.



(2) Pour n’importe quel profil (s,t), on a g(s,t) > 0, donc toute stratégie est
optimale pour le joueur j;. Pour toute stratégie ¢t € N il existe une stratégie
s € N telle que g(s,t) > 0, donc aucune stratégie du joueur j, n’est optimale.
(3) Pour toute stratégie s > 1, on a

1 1
0,) = > = g(s,1).
90,0 =7 2 sy — v
Toute stratégie s > 1 est une stratégie strictement dominée, mais tout de
méme optimale pour le joueur j;.
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Exercice 5 (Probabilité invariante). Une matrice réelle de taille n x n est dite
stochastique si chaque entrée est positive et la somme des entrées de chacune des
lignes vaut 1. Un vecteur ligne 1 € R™ dont les coordonnées sont positives et se
somment a 1 est appelé probabilité invariante par la matrice A si uA = u. Montrer
que toute matrice stochastique admet une probabilité invariante.

Correction

Soit B = A — I,,. On considere le jeu matriciel B. Dans ce jeu, la stratégie
uniforme 7* du joueur j, lui garantit 0. Donc min, max, o' Bt < 0. Soit une
stratégie mixte 7 du joueur jo, et soit s € arg min; 7; considéré comme une stratégie
pure du joueur j;. Alors

sBr=s'Ar—s' 1t = ZAStTt — mtin T > ZAst mtin Ty — mtin 7 > 0.
t t

Alors min, max, o' BT = 0, donc val(B) = 0.

Soit ¢* une stratégie optimale de j;. Comme 7% est une stratégie optimale a
support complet, pour toute stratégie t € T, on a (¢*)" Bt = 0, donc

(U*>TA — (U*)T.



